APPLICAZIONI LINEARI

Si ricorda che unarelazione f tradueindemi U eV, indicata con

f:Uu® Vv,
si dice applicazione, 0 funzione, se f associa ad ogni elemento di U uno e un
solo demento di V.
Il dominio dell'applicazione f € I'indeme cogtituito da tutti e soli gli eementi su cui
opera f, ossa l'insieme U; il codominio, o immagine dell'applicazione, &
cogtituito datutti e soli gli elementi che f fa corrispondere agli elementi di U e lo
s indica con f(U) o Im(f). Generalmente f(U) | V.
Sexi U eyl V sono due elementi associati ndlaf, s scrive y=f(x). Si dice anche
chey e immaginedi x attraverso laf e che x €la controimmaginedi y attraverso
laf.

Dati due spazi lineari U e V, I'gpplicazione f:U® V e lineare se per ogni
scalare k e per ogni coppiadi dementi u,vi U vae

f(u+v)=f(U)+ f(v), f(ku) = kf ()

Esempio 38 (s veda Esempio 2.56).

1. Consideriamo I'applicazione f:A?® A? che associa ad ogni punto del
piano la sua proiezione sull’ asse delle ascisse.

2. Consideriamo I'applicazione g:A?® A che associa ad ogni punto
P =[x,x,]" del piano la sua prima coordinata x, .

1. e un’ gpplicazione lineare, infatti

agu, +V, U0 +V,
f(u+v)= fCa ﬂ_ Qv
, iy & 0 1
SJlu eV1
= g=fu)+f(v)
eou g0y

agku, U0 d<uu eul
f(ku)—féngug & 0 e0“ kf(u)

2. e un’ applicazione lineare, infatti
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VuO
gu+V) = gg& o bk—uﬁvl 9(u)+g(v)
V2 Ug

g(ku) = gég(u “kU = kg(u)

2Uz

Esempio 39 (Esempio 2.60).
L'applicazione f:M(n” n)® A, che associa ad ogni matrice quadrata ad
elementi redli il suo determinante, non e lineare.
Infatti, scelte due matrici qualsias A,BT M (n” n), s hain generale, per n32,
Det(A+B)! Det(A)+Det(B).
Anche la seconda condizione non e soddisfatta per ogni scalare k, infatti Det(kA)
= K'Det(A) e non Det(kA) = kDet(A).

Diamo ora una seconda, ed equivalente, definizione di applicazione lineare:

L'applicazione f:U® V, con U e V goazi lineari, € lineare se
"hkl A" u,vi U vde
f (ku +hv) =kf (u) +hf (v)

Sef e un’ applicazione lineare, dlora
f(0,) =0,
dove 0, éil vettorenullodi U e 0,, €il vettore nullo di V.
Questa e quindi una condizone necessaria affinché I’ applicazione f Salineare. La

condizione non e sufficiente, come s puo vedere dall’ Esempio 39.

Teorema 2.23 (fondamentale dell’ algebra lineare o di rappresentazione)
f:A"® A™elineare e esolo seesiste A(m” n) tae che

y=f(x)=Ax " xT A"

A € una matrice (mxn) ed e detta matrice associata alla applicazionef . Essaé
univocamente determinata una volta che siano state sceltelebasi in A" e A™.

Universitadegli Sudi di Brescia - Anno Accademico 1999/2000 - Matematica Finanziaria - Prof. Silvana Stefani

28



Lo spazio Im(f), lo spazio immagine dell’ applicazione, € un sottospazio lineare di
A™ S dimostrainoltre che, se v, v ... vV élabasedi A",

A=[f(v®) f(v@) .. f®)]
e, se s consideralabase canonicain A",
A=|fE®) fEe?) .. fEe),
ossialecolonnedi A sono leimmagini degli n vettori dellabasedi A",
Esempio 40 (s veda Esempio 2.66).

Riprendiamo I’ Esempio 38.

100 _ €l a80uo eOu
L fgg)u— ufgglu— &u

Azél F(x) = €l Ovéx U _ exlu
0 “ D ot
a&luo a#0u0 _

> O™ g 0

A= o], g(x)=[1 O]szu X

Esempio 41.
Le applicazioni
f:A"® A:f (xX)=Inx
f:A® A:f(X)=x
f:A® A*f(x)=¢
non sono lineari, infatti
In(x, +%,)  In(x) +In(x,)
O+ %)7 %"+ %]
J1tX, X, %

Teorema 2.24
Sa f:A"® A™ un'applicazione lineare con matrice associata A, dlora la
dimensione dello spazio immagine &
Dim(Im(f))=r(A)
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Datal’gpplicazione f :A"® A™, I'indemede vettori x tai che
f(x)=0
e detto nucleo dell’ applicazionef e s indica con Ker(f).

Ker(f) & I'inseme delle controimmagini del vettore nullo O di A",

Teorema 2.25
Ker(f) & un sottospazio linearedi A"

Teorema 2.26 (di Sylvester)
Dim(Ker(f))=n-r(A)
Ker(f) non & mai vuoto perché 01 Ker(f).

Esempio 42 (s veda Esempio 2.70)
Riprendiamo |’ Esempio 40. Per I’ gpplicazione 1. s ha

Ker()={xT A?: Ax=0}={xT A2:x =0}

7 0\ 7 AY Ve AN
| nfatti 91 LEXLH: goﬂ ed essendo r(A)=1, dal Teorema 2.26 segue
& 0t &

Dim(Ker(f))=2-1=1
Per |’ applicazione 2. S ha

Ker(g):{xT A2 :Ax:O}:{xT A?:x :O}

Infatti [1 O]gxlgz 0, ed essendo r(A)=1, dal Teorema 2.26 segue
€%l
Dim(Ker(f))=2-1=1
Esempio 43.

Universitadegli Sudi di Brescia - Anno Accademico 1999/2000 - Matematica Finanziaria - Prof. Silvana Stefani




6 x+x U
f(x) :g 3%, 3 & un’ applicazione lineare (verificare!) da A® in A°.
B2%, + X, + X3
él 1 Ooéxlu
f(x):Ax:é% “X2u’ ed essendo r(A)=3, dal Teorema 2.26 segue
2 1 1

Dim(Ker(f))=3-3=0

quindi I’unica controimmagine dello 0 € 0.

Complementi ed esercizi

- Sono sottospazi lineari?

1) v :{[xl,xz]TT AZ%:x, =mx, mi A}
(R.:sl, per ogni m)

2) V :{[xl,xz]TT AZ:x +x, :]}
(R.:no)

3V :{[xl,xz,xg]TT A®:x =3%,,% = 0}
(R.:sl)

4) \Y :{[)(1’)(2’)(3]TT AB X = X Xy :1}
(R.:no)

5 Vv ={d}

(R.:si)

6)V :{[xl,xz,xs]T T A%:x £0,x, + X :]}
(R.:no)

- A, matrice quadrata di ordine n, € detta emismmetrica, o antismmetrica, se
AT=-A.

1) Come sono gli elementi di A?

2) Trovare le proprietadd determinantedi A

(R.:s veda apag.108)

- A, matrice quadrata di ordine n, € detta ortogonale, se
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A L=AT,
1) Veificare che le colonne di A sono vettori tra loro ortogonai e di norma
unitaria
2) Trovare le proprietadd determinantedi A.
(R.:s vedaapag.107)

- Dataunamatrice A, quadratadi ordine n, s definisce traccia di A, il numero
tr(A) = a a;
i=1
Valgono le seguenti proprieta
- tr(A)=tr(AT)

- tr(@ A+bB)=atr(A)+btr(B), a,b scaari
- tr(AB)=tr(BA)

Prodotti scalari notevoli

éx, {
u n
u'x=[11..1]€70=4 x
e:u i=
e, u
eXn

. x"e" = x, con e" vettore fondamentale.

XX =8 = X
i=1
Proprieta del prodotto scalare

- X'y =yTX

- lxly=alxy)

- (X' +y)z=x"z+y'z

L'angolo g tradue vettori X ey étae che

X"y
Xyl

cogy =
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Essendo |cogyj| £ 1 segue la disuguaglianza di Cauchy Schwartz (pag.171)

)* £

Sei vettori sono traloro ortogondli, allora
cos g=0.

Uninseme di vettori € ortonormale se e cogtituito da vettori ortogonali a norma
unitaria

S definisce base ortonormale di un sottospazio lineare V' una base
S={v® v®, . v} tdeche

(WO, V(J))_'Ose'l J
|1se| =]

Mediante il procedimento di Gram Schmidt, data una base qualunque di V, s
puo costruire una base ortonormale S.

Teorema 2.22.
Il rango di una matrice A di ordine n” m coincide con I'ordine della piu grande

sottomatrice quadrata non singolare di A.
Le colonne che corrispondono a questa sottomatrice sono una base per |l
sottospazio generato dalle colonne di A

Inoltre r(A) € un numero intero non negativo ed &

O£ r(A) £ min(m,n)

r(A)=r(AT)

. (AAY=r(A)
- I(AB)EmMIn(r(A),r(B))

Applicazioni lineari
Sono applicazioni lineari?
agx,ud élu

1 f =
) éngHg gXQH
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(R.:sl)
2 f(x))=IA

(R.:no)

Se f:A"® A™ & un'applicaziore lineare, Im(f) e Ker(f) sono sottospazi lineari
di quali spazi rispettivamente?
(R.: Im(f) & sottospazio di A™, Ker(f) & sottospazio di A").

Cambio di base e similitudine
Consideriamo un'applicazionelineare f :A"® A".

Vogliamo confrontare la rappresentazione di un vettore rispetto ad una data base
di A" (ad esempio la base canonica) con la corrispondente rappresentazione
rispetto ad un'dtrabasedi A".

Teorema 2.27

Sa f:A"® A" esiano K ={z%,z?,....z"} e H={v®,v@,.., v} duebasi di
A",

Sia A la matrice associata a f secondo la base K e B la matrice associata a f
secondo la base H.

Allora esste unamatrice S quadrata di ordine n, non singolare, tale che

A =SBS!?
S edetta matrice di transizoneddlabase H dlabase K.

- Esempio 44 (Esempio 2.74).
Sia f:A*® A°® tdeche

%Xluo 9)<1+X2u
fgex —ex +X3u

Sl 6+ %
La matrice associata &
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e 10
— u
A—élll;I
g 0 1

dove le colonne sono le immagini della base canonica K ={e®,e?,e®} .
Un'altrabase H per A® & codtituita dai vettori (linearmente indipendenti)

v@=[1 -1 o, v®@=[1 0 -1, v®

La matrice associata all'applicazione nella nuova base &

¢l 1 00
-€ u
B=g1 0 17,

g0 0 2§

=[o 1 1.

ottenuta mediante la matrice di transizione S, che riporta le coordinate dei vettori

dellabase H in termini del vettori della base (canonica) K:

é1 1 0Of
_€ u
S=g1 0 1
80 -1 1§
con
-Y2 24
u
gl/z 12 -1/2@.
g2 Y2 124

Infatti 5§ verificachevade A =SBS*!, ossia

el 1 00 é1 1 Ouél 1 O)d/2 -%2
u_ e ue u

5011@_?10 g g1 0 1y g2 12

B0 1§ 80 -1 1480 0 25 @2 V2

Larelazionetra A e B puo essere generalizzata come segue:

Y24

u
- Y2

Y24
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Date due matrici A e B di ordine n, s diceche A esimilea B, o che A e B sono
smili tra loro, se esiste una matrice quadrata non singolare, dello stesso ordine,
tale che

A =SBS".

Lardazione di smilitudine € una relazione di equivadenza, infatti e facile verificare
che larelazione e riflessiva, Smmetrica e trangtiva.
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